
△ABC における等式の証明 No.1

△ABC において，次の等式が成り立つことを証明せよ。
(1) tanA+ tanB + tanC = tanA tanB tanC

(2) sin 2A+ sin 2B + sin 2C = 4 sinA sinB sinC

(3)
tanB

tanA+ tanB + tanC
+

2 sin 2B

sin 2A+ sin 2B + sin 2C
= 1

【証明】
(1) A+B + C = π より A+B = π − C

tan(A+B) = tan(π − C)

tanA+ tanB

1− tanA tanB
= − tanC

∴ tanA+ tanB + tanC = tanA tanB tanC

(2) A+B + C = π より C = π − (A+B)

sin 2A+ sin 2B + sin 2C = (sin 2A+ sin 2B) + sin 2{π − (A+B)}

= 2 sin
2A+ 2B

2
cos

2A− 2B

2
− sin 2(A+B)

= 2 sin(A+B) cos(A−B)− 2 sin(A+B) cos(A+B)

= 2 sin(A+B){cos(A−B)− cos(A+B)}

= 2 sin(π − C)

{
−2 sin

(A−B) + (A+B)

2
sin

(A−B)− (A+B)

2

}
= −4 sinC sinA sin(−B) = 4 sinA sinB sinC

(3)
tanB

tanA+ tanB + tanC
+

2 sin 2B

sin 2A+ sin 2B + 2 sin 2C

=
tanB

tanA tanB tanC
+

4 sinB cosB

4 sinA sinB sinC

=
1

tanA tanC
+

cosB

sinA sinC

=
cosA cosC

sinA sinC
+

cosB

sinA sinC

=
cosA cosC + cosB

sinA sinC

=
cosA cosC − cos(A+ C)

sinA sinC

=
cosA cosC − (cosA cosC − sinA sinC)

sinA sinC

=
sinA sinC

sinA sinC
= 1



△ABC における等式の証明 No.2

△ABC において，次の等式が成り立つことを証明せよ。
(1) sinA+ sinB + sinC = 4 cos

A

2
cos

B

2
cos

C

2

(2) cosA+ cosB + cosC = 1 + 4 sin
A

2
sin

B

2
sin

C

2

(3) cosA+ cosB − cosC = 4 cos
A

2
cos

B

2
sin

C

2
− 1

(4) cos2 A+ cos2 B + cos2 C = 1− 2 cosA cosB cosC

【証明】
(1)A+B + C = π より C = π − (A+B)

sinA+ sinB + sinC = (sinA+ sinB) + sin{π − (A+B)}

= 2 sin
A+B

2
cos

A−B

2
− sin(A+B)

= 2 sin
A+B

2
cos

A−B

2
− 2 sin

A+B

2
cos

A+B

2

= 2 sin
A+B

2

(
cos

A−B

2
+ cos

A+B

2

)

= 2 sin

(
π

2
− C

2

)
· 2 cos

A−B

2
+

A+B

2

2
cos

A−B

2
− A+B

2

2

= 4 cos
C

2
cos

A

2
cos

(
− B

2

)
= 4 cos

A

2
cos

B

2
cos

C

2

(2) cosA+ cosB = 2 cos
A+B

2
cos

A−B

2

cosC = cos{π − (A+B)} = − cos(A+B) = −
(
2 cos2

A+B

2
− 1

)
cosA+ cosB + cosC = 2 cos

A+B

2
cos

A−B

2
−
(
2 cos2

A+B

2
− 1

)
= 1 + 2 cos

A+B

2

(
cos

A−B

2
− cos

A+B

2

)
= 1 + 2 cos

(
π

2
− C

2

){
−2 sin

A

2
sin

(
− B

2

)}
= 1 + 4 sin

A

2
sin

B

2
sin

C

2

(3) A+B + C = π より C = π − (A+B)

cosA+ cosB − cosC = 2 cos
A+B

2
cos

A−B

2
+

(
2 cos2

A+B

2
− 1

)
= 2 cos

A+B

2

(
cos

A−B

2
+ cos

A+B

2

)
− 1

= 2 cos

(
π

2
− C

2

)
· 2 cos A

2
cos

(
− B

2

)
− 1 = 4 cos

A

2
cos

B

2
sin

C

2
− 1

(4) 半角の公式から cos2 A =
1 + cos 2A

2
, cos2 B =

1 + cos 2B

2

よって cos2 A+ cos2 B = 1 +
1

2
(cos 2A+ cos 2B) = 1 + cos(A+B) cos(A−B)

また，C = π − (A+B) であるから cos2 C = cos2{π − (A+B)} = cos2(A+B)

cos2 A+ cos2 B + cos2 C = 1 + cos(A+B) cos(A−B) + cos2(A+B)

= 1 + cos(A+B) cos(A−B) + cos2(A+B)

= 1 + cos(A+B) (cos(A−B) + cos(A+B))

= 1 + cos(π − C) · 2 cosAcosB

= 1− 2 cosAcosB cosC


